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Известно, что реакция нелинейной системы даже на внешнее 
гармоническое воздействие носит весьма сложный характер. В частно­
сти, при частотах, превосходящих «основную» частоту системы, кроме 
вынужденных колебаний с частотой внешнего воздействия, могут уста­
новиться устойчивые колебания с частотой, в целое число раз меньшей 
частоты внешнего воздействия, — субгармонические колебания [1—9]. 
Как показывают эксперименты и исследования на электронных модели­
рующих установок [1—5], возникновение устойчивых субгармониче­
ских колебаний характерно для консервативных систем либо для сис­
тем с малым демпфированием. Очевидно, в практических случаях 
весьма важно уметь, хотя бы приближенно, получать граничные значе­
ния демпфирования, при которых субгармонические колебания могут 
иметь место. Актуальность данной задачи определяется тем, что до­
вольно многие современные приборы и комплексы, представляющие не­
которые нелинейные системы, в процессе эксплуатации подвергаются 
воздействию высокочастотной вибрации. Возникновение устойчивых 
субгармонических колебаний относительно больших амплитуд в данном 
случае — явление крайне нежелательное, так как снижает точность 
показаний, надежность работы приборов и т. д.
В работах [7, 8, 9] на примере уравнения Дуффинга при наличии 
вязкого демпфирования определены субгармонические колебания по­
рядка — и — . Следует отметить, что аналитическое исследование суб­
гармоник имеет смысл только при вязком демпфировании (трении).
В предлагаемой статье рассматривается данная задача на примере 
«упругая связь — масса — жесткий ограничитель» при наличии вязкого 
демпфирования. Решение проводится с помощью метода акад. Б. Г. Га- 
леркина.
Итак, рассмотрим колебательную систему вида (рис. 1), где 
x  — координата массы т положения статического равновесия 
системы;
CL0 — расстояние («зазор») от положения статического равнове­
сия до ограничителя; 
с — коэффициент жесткости упругой связи; 
а  — коэффициент сил вязкого демпфирования (R =  а -  х ) \
Q(t)  =HsincoZ — внешняя периодическая сила частоты со, дейст­
вующая на массу т.
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Дифференциальное уравнение, описывающее поведение системы, 
представится в виде
т х  +  х х  +  сх =  И  sin w t
или
x  +  2j3 x  +  о § x  — h sin wj =  О, (I)
где
I
С
пг
h = — (2)
т т
Условие соприкосновения массы т с ограничителем используем пос­
ле выбора формы решения. Выбирая решение уравнения (1) в виде 
(первое приближение метода Б. Г. Галеркина)
1x =  х 0 +  a sin wt +  а п sin — (wt  — 7 ),
n
где x 0 — характеризует равнове­
сное положение системы „упругая 
с вязь—масса — ограничитель“;
a  sin w j — колебания массы т  с 
частотой внешнего воздействия;
ап sin — (wt  — 7 ) — субгармоничес- 
п
кие колебания массы т\
7 — угол сдвига фаз между суб­
гармониками и внешним воздейст­
вием.
Угол сдвига фаз колебаний мас­
сы т  с частотой внешнего воздейст­
вия можно положить равным нулю.
Из условия соприкосновения при 
субгармонических колебаниях мас­
сы т с ограничителем имеем
X =  а 0, -L —  т) 
п
откуда
(3)
Рис. 1. Механическая колебательная 
система с жестким ограничителем
+  Y -W J1 =  Ѣ
Тогда решение (3) с учетом (4) запишется в виде
(4)
а о =  X0 -і а sin п | — + т | +  а л,откуда X0 =  — a  sin п
И окончательно решение (3) примет вид
Г • , U Г - 1Il о + sm oit —  sin n I--------Ь TCL 4- S in ---
V 2 У. п
(CO t -  т) -  1 CLn.
- а п.
(5)
В соответствии с методом акад. Б. Г. Галеркина подставляем 
данное решение в уравнение ( 1), умножаем на вариацию Зх, интег-
2 ъприруем в пределах от 0 до и результат приравниваем к нулю.
CO
Вследствие независимости вариаций Ьа; оап и 07, после интегрирова­
ния получаем систему трех уравнений в виде:
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Полученная система — система нелинейных уравнений относитель­
но а ; ап и у. Точное решение ее крайне затруднительно. Поэтому мы 
ограничимся частной задачей, а именно найдем условия, определяющие 
верхнюю границу значений сил сопротивления, при которых возможны 
субгармонические колебания.
Итак, будем считать, что п =  2; 4; 6; ..., то есть рассмотрим суб­
гармоники четного порядка. Кроме того, как показывают эксперимен­
ты, субгармонические колебания по фазе «отстают» на угол —  от внеш­
него воздействия. Следовательно, 2
TC
Sin п —  +  T I =  Sin п Ъ =  0;
/c o s  п \  V t =  c o s  =  1 .
I T t
h  система уравнений ( 6 )  примет вид9С0‘
при п =  2; 4; 6; ... ( 7 )
а  =  X f
CD
3 --------   —  а п — 2 а
гѵ CD
(8)
1 CD
—  V- ------ -CLjl -  Il-CL-CLn +  Jl-CL0 -CL =  0 .
tl CO0 )
Из первых двух уравнений получаем безразмерные выражения 
амплитуд колебаний с частотой внешней силы и субгармоник
. 2 я 2-
CL I CLn уXr,. (9)
ОУ - 1 'CT 3 Jl2
CD*
CD,О ѵ«0
Из третьего уравнения определяем границу значений коэффициен­
та V демпфирования, при которых возможны субгармонические колеба­
ния. Имеем
V n2 а 2
Л ч. О)
Отсюда следует, что ап может иметь действительные значения 
только тогда, когда подкоренное выражение будет положительным,, 
то есть
п 2 а 2 —- 4ѵ —  • а 0 • а  >  О,
что выполняется,  если
п 2 а
. (10)
л WAa0- —
Или в безразмерных величинах с учетом (9)
п 2ѵ < ---------------------------------. (11)
4  Д і .  .
Act toQ ' . 03O
Выражения (10) или (11) дают верхнюю границу значений коэф­
фициента сопротивления ѵ, при которых субгармонические колебания 
возможны. Пример:
а о . 0 Wi 0 , 1 гл 11пусть —V — I; п = 2, тогда при —  =  2, ѵ <  — ^ 0 , 1 1;
A ct (O0 9
при — =  2,5, V <0 ,051 .
COn
Выводы
В колебательной системе «упругая связь — масса — ограничитель» 
при заданном параметре ѵ коэффициента вязкого демпфирования воз­
можность существования устойчивых субгармонических колебаний бо­
лее высокого порядка, чем 2, 3, 4,... резко уменьшается.
Неравенства (10) или (11) позволяют дать количественную оценку 
параметра ѵ, что очень важно при исследовании динамики систем на 
электронных моделирующих установках.
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